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ИССЛЕДОВАНИЕ СТРУКТУРЫ ПРЕДЕЛЬНОГО  

ИНВАРИАНТНОГО МНОЖЕСТВА 
ОДНОГО КЛАССА СТАЦИОНАРНЫХ СИСТЕМ  

С ВЕКТОРНЫМ УПРАВЛЕНИЕМ 

Исследуются стационарные системы с векторным 
управлением, для которых существует неособое преобра-
зование, расщепляющее исходную систему на r  незави-
симых подсистем со скалярным управлением, где через r  
обозначена размерность вектора управления. 

Ключевые слова: управляемые системы; векторное 
управление; стационарные системы. 

1. Предварительные замечания 
Пусть дана система  

,),()(= uxBxAx   1) 

где x  – n -мерный вектор фазовых переменных, A  и B  – 
непрерывные по совокупности аргументов матрицы 
размерности nn  и rn  соответственно, u  – ерный вектор 
управляющих воздействий. 
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Предположим, что система (1) линейно стабилизируема 
при помощи управления ,xNu T  где N  – постоянная 
размерности rn  матрица; и что существует неособое 
преобразование )(= yGx , расщепляющее систему (1) на r  
независимых подсистем со скалярным управлением вида  
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(2) 

где jy  – вектор размерности jn , jA  и jC  – постоянные 

матрицы размерности jj nn  , jb  – jn -мерный постоянный 

вектор, )( jj yg  и )( jj yh  – jn -мерные непрерывно 

дифференцируемые вектор-функции такие, что при 0jy   

),(=)(),(=)( jjjjjj yoyhyoyg  

  – малый параметр, ju  – скалярное управление, nn j
r

j
=

1= . 

Поскольку система (1), по предположению, линейно 
стабилизируема, то и система (2) также линейно 
стабилизируема, т.е. существует такой набор векторов jm  
размерности jn , 1=j , 2,…, r , что если в системе (2) положить  

,jTj
j ymu   3) 

то нулевое решение получившейся системы будет экспоненциально 
устойчивым. Тогда, как следует из [1], существуют пары положи-
тельно определенных квадратичных форм  

j
j
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j yVyyv =)(  и  ,=)( j

j
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j yWyyw  
связанные на решениях системы  

,,1,=,)(= rjymbAy jTjj
j

j    (4) 
соотношениями  
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Замкнем систему (2) управлением гистерезисного типа, 
положив  

,,1,=),(= rju jjj   
5) 

где                     ,>1,<1,=)( jjjjjj ll    

jl  – положительные постоянные, .jj
j

j yVb
T

  

2. Релейная стабилизация стационарных систем  
с векторным управлением в случае формирования 
управляющего сигнала по линейному закону  

 
Исходя из вышесказанного, для системы (2)–(5) имеет 

место следующее утверждение.  
Утверждение 1. Пусть система (2) линейно 

стабилизируема при помощи управления (3). Тогда при 
достаточно малых значениях параметров   и jl , 1=j , 2,…, r , 
справедливы утверждения:    

1) управление (5) решает задачу релейной стабилизации 
системы (2);   

2) система (2)–(5) имеет r -параметрическое семейство, по 
крайней мере, почти периодических устойчивых по Ляпунову 
решений ),,;( 1 rtf   , ),( j , 1=j , 2,…, r ; 

3) множество  
),,;(= 1

),(,,1

r

r

tfM 



   

является асимптотически устойчивым инвариантным 
множеством системы (2)–(5).  

Доказательство. Поскольку каждая из подсистем 
системы (2)–(5) совпадает по структуре с системой, 
исследованной в [2], то все утверждения, полученные в этой 
работе, останутся справедливыми и для каждой из подсистем 
системы (2)–(5). Тогда, как следует из [1] и [2], при достаточно 
малых значениях параметров   и jl , 1=j , 2,… , r , 
управление (5) будет решать задачу релейной стабилизации 
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системы (2), и каждая из подсистем системы (2)–(5) будет иметь 
однопараметрическое семейство периодических решений 

)( j
j tf  , ),( j , 1=j , 2,… , r , с общей орбитой и 

периодом j . Таким образом, для того чтобы и система (2)–(5) 
имела периодические решения, очевидно, необходимо и доста-
точно, чтобы все j  были попарно соизмеримы, в противном 
случае система (2)–(5) будет иметь r -параметрическое семей-
ство почти периодических решений. Эти почти периодические 

решения  )(,),(=),,;( 1
1

1 r
TrT

r
T tftftf     будут 

оставаться устойчивыми по Ляпунову, но орбитально асимп-
тотически устойчивыми, вообще говоря, являться не будут. 

Рассмотрим множество  
).,,;(= 1

),(,,1

r

r

tfM 



 

 

Ясно, что M  является инвариантным множеством системы 
(2)–(5), как теоретико-множественное объединение решений этой 
системы. В силу того, что каждое из решений j -й подсистемы 
системы (2)–(5) является орбитально асимптотически устойчи-
вым и обладает асимптотической фазой, заключаем, что каждое 
из решений системы (2)–(5), начинающееся в достаточно малой 
окрестности нуля, будет асимптотически приближаться к одному 
из решений, принадлежащих множеству M , что и доказывает 
асимптотическую устойчивость этого множества. 

3. Релейная стабилизация стационарных систем  
с векторным управлением в случае формирования 
управляющего сигнала по нелинейному закону 

Теперь исследуем ситуацию, возникающую в случае 
формирования управляющего сигнала по нелинейному закону. 

Утверждение 2. Пусть система (2) линейно стабилизи-
руема при помощи управления (3). Тогда при любом фикси-
рованном   и достаточно малых значениях параметров jl  
имеют место следующие утверждения: 
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1) управление  
,,1,=),(= rju jjj   

6) 

где ,)(= 0 j
j

jTj
j yVyb  ),(=)(0 jjj

j
jjj yhyCbyb    

решает задачу релейной стабилизации системы (2); 
2) система (2)–(6) имеет r -параметрическое семейство, по 

крайней мере, почти периодических устойчивых по Ляпунову 
решений ),,;( 1 rtf   , ),( j , 1=j , 2, , r ;   

3) множество  
),,;(= 1

),(,,1

r

r

tfM 



 

 

является асимптотически устойчивым инвариантным множест-
вом системы (2)–(6). Доказательство этого утверждения 
проводится по схеме доказательства утверждения 1 со ссылкой 
на соответствующие результаты работ [1] и [2]. 

Заключение 
Было проведено исследование стационарных системы с 

векторным управлением, для которых существует неособое 
преобразование, расщепляющее исходную систему на незави-
симых подсистем со скалярным управлением. Результаты иссле-
дований сформулированы в виде утверждений с приведением 
схемы их доказательств. Полученные результаты могут быть 
применены при исследовании управления механических и 
других управляемых систем [3–23]. 
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